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 Deéfinitions

v" Signal : entité (courant électrique, onde acoustique, onde lumineuse,
suite de nombres) engendrée par un phénomene physique et
vehiculant une information (musique, parole, son, image, température).

v' Systéme : ensemble isolé de dispositifs établissent un lien de cause a
effet entre des signaux d’entrée (excitations : commandes, consignes,
perturbations) et des signaux de sortie (réponses ou mesures).

v Bruit : phénoméne perturbateur génant la perception ou
I'interprétation d’un signal.
%bmfr
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* Remarques

v Un signal expérimental s(t) est genéralement un signal électrique
delivré par un capteur ou un appareil de mesure et représente donc
une tension ou un courant en fonction du temps. |l peut étre de tout
autre nature mais doit étre physiquement réalisable et répondre a un
ensemble de contraintes :

> a énergie bornée, » causal, défini sur R+,
» a amplitude bornée, » a support borné (de durée limitée ou finie),
» continu, » de spectre a support borné.

amplitude

causal

 temps HEY

support bornée



v" Sur le plan théorique, un signal est représenté par une fonction ou une
distribution reelle ou complexe qui permettent son étude de fagon
plus aisée. Ainsi les modeles utilisés possedent des caractéristiques
differentes des signaux expérimentaux :

> a énergie théorique infinie,
» a amplitude non bornée,
» possédant des discontinuités,

amplitude

> définie sur R ou C,

» a support non borné (observé durant un

temps infini),
> a spectre infini.

non
causal

=y
e

iscontinu —  énergie
infinie

support non bornée

temps €Y
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Le traitement du signal est la discipline technique basée sur la théorie du
sighal (description mathématique ou modélisation des signaux) qui a pour
objectifs I'élaboration, la transmission et l'interprétation des signaux. Elle
utilise les ressources de I'"electronique, de l'informatique et de la physique
appliquée et peut se déecomposer de la fagon suivante :

* systeme d’émission chargé de creer ou d’élaborer le signal afin d'y
incorporer 'information (codage, echantillonnage, modulation),

* systeme de transmission chargé de transmettre le signal afin de
transporter l'information (amplification, lignes électriques, réseaux,
antennes),

* systeme de réception charge dinterpréter le signal afin d’y extraire
'information (mesure, detection, filtrage, décodage, démodulation,
estimation).
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Théorie de la communication : traitement du signal et de I'information
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Exemple d’application : la transmission des signaux radiophoniques, la

radiodiffusion
Soient deux messages diffusés par deux émetteurs radios : les informations

sur radiol et la météo sur radio 2.
sq(t) sa(t)

I I

_f : -f
i / s b 4 t ] f 2 i 4 f
Evolution temporelle du signal s,(1) Evolution temporelle du signal s5(1)
correspondant au message : infos correspondant au message . météo



* Probleme | : le support de transmission, ici I'air et les antennes, n’est
pas adapté aux signaux transmis. Les messages transmis peuvent ainsi étre
atténués ou bruites.

S1(f) Sa(4)

il . i
Spectre du signal s¢(t) Spectre du signal s2(t)

Les signaux de parole sont des signaux basses frequences (BF) comprises
entre 300 Hz et 3,4 kHz. Les spectres des signaux diffus’es sur les Grandes
Ondes, par exemple, sont volontairement tronqué a 4,5 kHz. HEY




Probleme 2 : les signaux transmis occupent le méme domaine de
fréquence et sont émis en méme temps.

s(t
- S(/)
1 ! 2 3 it — i - ;
Evolution temporelle du signal s(t) capté par , _ .
P AT WL Spectre du signal s(t)
le récepteur : message
HEY



e Solution : chaque signal est modulé avec un signal de fréquence

difféerente et élevée avant d’etre eémis.

s7'(t) s5(t)

{ !

I? L L L L I|'
] { Z J 4 t i
Evolution temporelle du signal gy (1) Evolution temporelle du signal so'(t)

correspondant au message : infos modulé correspondant au message : météo modulé

/ 2 i 4 1

* Les signaux utilisés pour reéaliser la modulation sont généralement des
sinusoides d’équation cos (2ft + ¢), avec f, une haute fréquence. Sur les
Grandes Ondes, par exemple, cette fréequence est situee entre |50 kHz et

450 kHz. I_II E )




Le spectre du signal modulé se trouve deécale en fréquence et centré sur la
fréequence du signal sinusoidal utilise pour la modulation.

S5 (f) Sy(f)

il f i f

Spectre d'un signal sinusoidal Spectre du signal s7" (1)



Introduction

Les spectres des signaux ainsi modulés sont alors correctement séparés sur
I'axe des fréequences.

ST (f) SR (1), S

I}

e f

il f f

Spectres des signaux s]" (1) et s3'(f)
additionnés

{J _—

Spectre du signal s3°(t)

Si les signaux ont un spectre tronqueé a 4,5 kHz, ils occupent un domaine
spectrale de 9 kHz.
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Le signal s"(t) recu sur I'antenne du récepteur est enfin déemodule : il subit un
changement de fréquence et un filtrage.

ST(f) S7(f)

~ f ~ f

Changement du fréquence du signal recu filtrage du signal

La fréequence utilisée pour le changement de fréquence (démodulation) est
celle fixée par I'auditeur sur son poste de radio.

HEY
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Classification des signaux

Classification temporelle ou phénomeénologique :

Signal certain ou déterministe : son évolution temporel
parfaitement decrite par un modele mathématique.

amplitude

temps .[sj

Signal continu

peut étre



* Signal périodique : un signal s(t) est périodique de période T si il
satisfait a la relation : s(t) = s(t + T) pour tout t € R. On distingue les
sighaux sinusoidaux, les signaux pseudo-aléatoires (signal aléatoire qui se
repete) et les signaux périodiques composites qui sont la répétition an

I’infini d’'un motif.

s(t)
A
f
.__] !
=T TR . il . T P
Signal sinusoidale
8il) =A sin (Wi + 2) avec w — =T

s(t)
I_
i
T TR 0 ¥ T
Signal rectangulaire
O
§(t)= % sp(t—kT)aveck € Net
& =

sn(t), un signal porte ou impulsion
rectangulaire.



Signal non périodique : il ne satisfait pas a la relation précédente.
On sépare les signaux quasi-periodiques qui résultent de la somme de
signaux sinusoidaux et les signaux transitoires qui ont une existence
éphémere ou qui sont observes sur une durée finie (signaux de duree
limitée ou a support borne).

s s(t)

i)

) ———l - R — A

% T S R T 3 L - T -
Impulsion rectangulaire Signal transitoire



Signal aléatoire, probabiliste ou stochastique : son évolution
temporel est imprévisible. || est caracterisé par des observations statistiques
en utilisant des outils probabilistes.

amplitude

temps (s)

Signal aléatoire

La plupart des signaux sont aléatoires car ils sont souvent bruités ou leur
position sur I'axe des temps est inconnue. Il existe deux types de signaux
aléatoires : les signaux stationnaires dont les caractéristiques statistiques sont
invariantes dans le temps et les signaux non stationnaires. En pratique, on
peut considerer qu’un signal est stationnaire pendant une durée d’observation
finie.

HEY
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Classification morphologique

Signal a amplitude et temps continus (signal analogique).

Signal a amplitude discrete et temps continu (signal quantifie) : le signal
subit un codage numérique afin d’étre traité par un systeme logique.

Signal a amplitude continue et temps discret (signal discret) : les valeurs du
signal sont disponibles uniquement a certains instants. Lorsque ces instants
apparaissent a intervalles reguliers, le signal est échantillonné.

Signal a amplitude et temps discrets (signal numérique ou digital) : c’est un
signal échantillonné dont les valeurs sont codées.
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Classification energeétique :

* p(t), la puissance instantanée d’un signal s(t) :

p(t) = s(t) - 5(t) = |s(t)|",

ou S (t) est le complexe conjugué de s(t). Si la fonction s(t) est une fonction
réelle alors |s(t)|? = s%(t).

* E(t, t,), 'énergie dissipée par un signal s(t) sur un intervalle [t|, t,] (t, < t,)
mesureée en joules (]) :

ta
E(t1,ts) = /|.~:-|ju|9dr.
iy




 P(t, t,), la puissance moyenne fournie par un signal s(t) sur un intervalle

[t|,t;], mesurée en watts (W) :

t2
E(ty, tg) I / 9
Plti,t9) = ———. Pl i) = s(t)|"dt.
ik Lty — 1 i lg — 11 l#()l"e
t1

* V, lavaleur efficace d’un signal s(t) sur un intervalle [t,, t,] (t, <t,) :

V =/ P(t1,12).

* S(t,, t,), la moyenne du signal s(t) sur un intervalle [t, t,] :

to

.l =
/xsi_ﬂ-rh".
tg—11,

Nota : pour calculer la moyenne glissante (ou courante) sur un intervalle de
duree T et exprimant une opération de lissage (moyennage) :

5(ty,10) =

5t,T)== [ s(r)dr

=T HEY



* E, energie totale dissipée par un signal s(t) :

* P, la puissance moyenne totale fournie par un signal s(t) :

E = / ls(2)|*dt,

-5 o0

—

T /2

1 5
P=T]im 7 [.HUJ:_(H

_T/2

Pour un signal periodique de période T, la puissance moyenne totale est

calculée sur une période :

'

AR I 2



, la valeur moyenne totale du signal s(t) sur tout I'axe réel :

T/2

| :

g=_lim ' — s(t)df

: T'—oc T / 6
_T/2

Pour un signal périodique de periode T, la valeur moyenne totale est calculée
sur une période :

5= [, s(t)dt

* signal a énergie totale finie (ou convergente) :

+o0

/ |s(t)|dt < oo.

Sa puissance moyenne totale est nulle (cas des signaux transitoires, des
sighaux physiques ou physiquement réalisables). Ce sont des signaux de carre
sommable (ou intégrable).

HEY



s(2) s(t)
A {
f i
T 172 0 772 I ¢ 0 ;
Impulsion rectanguiaire centrée en zéro Impulsion exponentielle simple d'amplitude A,
d'amplitude A et de durée T', A rect t{r Aexp(—at) - I'(t)



* Signal a puissance moyenne totale finie (ou bornée) :

T/2
0< li : |s(t)|%dt
< 111 = SIT)| d < OC.
T T L S N [
_T/2

Son énergie totale est infinie (cas des signaux périodiques, des signaux

physiquement irréalisables comme les modeles mathématiques).
a(t) s(t)

0 ' ! S 0 772 It
Echelon unitaire, T'(t) Signal rectangulaire périodique d'amplitude A |—F€ T
et de période T A e



Classification frequentielle ou spectrale
* spectre d'un signal : le spectre d’un signal est la représentation de son
amplitude, de sa phase, de son énergie ou de sa puissance en fonction de sa
fréquence f ou de sa longueur d’'onde A (A = ¢/f, avec ¢ = 300 000 km/s).
* largeur de bande (ou largeur spectrale) : c’est le domaine des fréquences
occupé par le spectre d’un signal. Elle est définie comme la difféerence entre
les fréquences maximum et minimum de ce spectre. En fonction de la largeur
de bande et en fonction du domaine de frequences dans lequel se situe le
signal, differents types de signaux se distinguent :
v les signaux a bande étroite dont la largeur de bande est relativement petite,
v les signaux a bande large dont la largeur de bande est relativement grande
voire infinie,
v les signaux de basses fréquences (BF) dont la largeur de bande est centrée sur
des fréquences relativement faibles,

v les signaux de hautes fréquences (HF) dont la largeur de bande est centrée sur
des fréquences relativement importantes. -BE Y



ction

signal basses frégquences signal hautes fréquences
I
il f fl JF
signal 3 bande étroite signal a large bande




Domaines de fréquences du spectre electromagnétique

Longueur d'onde A\ (en m)

p-%  1p-tt 1p—'? 10-" 105 103 10° 1u1 10)% 10?
—r Tr|r [ - Tt T - 1 T

tlm%les Radio
Rayons | Rayons F{a;?ns Ultra- nfra- %htm— Géandes

Cosmiques | Gamma Violet uge ' ndes

ndes |

Lumigre visible P T W T T
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Spectre électromagnétique



* Tres basses fréquences (TBF ou VLF) : entre 3 KHz et 30 KHz, elles font
partie de la famille des grandes ondes qui permettent le transport des sons
audibles.

* Basses fréequences (BF ou LF) : entre 30 KHz et 300 KHz, elles font partie de
la famille des ondes radio.

* Moyennes frequences (MF) : entre 300 KHz et 3 MHz, elles son utilisées pour
la radio AM (famille des ondes radio).

* Hautes frequences (HF) : entre 3 MHz et 30 MHz, elles sont surtout utilisées
pour la radio amateur (famille des ondes radio).

* Tres hautes frequences (VHF) : entre 30 MHz et 300 MHz, elles sont utilisées
pour la télévision et la radio FM (famille des ondes radio).

e Ultra hautes frequences (UHF) : entre 300 MHz et 3 GHz, elles sont utilisées
pour la télévision, la radio mobile, les téléephones cellulaires ainsi que les satellites.
elles font partie a la fois de la famille des ondes radio et de celle des micro-ondes.

I-PE
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* Super hautes fréquences (SHF) : entre 3 GHz et 30 GHz, elles sont utilisées
surtout pour les satellites et les radars (famille des ondes radio et des
microondes).

* Extra hautes fréquences (EHF) : entre 30 GHz et 300 GHz, elles font partie de
la famille des micro-ondes.

* Infra-rouge (IR) : entre 300 GHz et 800 nm, elles sont utilisée pour les lasers,
la photographie et la déetection.

* Lumiere visible : entre 800 nm et 400 nm, c’est la partie du rayonnement
electromagnétique a laquelle nos yeux sont sensibles.

* Ultra-violet (UV) : les UVA (entre 400 nm et 320 nm) sont les ondes qui
provoquent le bronzage, les UVB (entre 320 nm et 290 nm) sont la cause des
coups de soleil et les UVC (entre 290 nm et | nm) ne parviennent pas a la surface
de la terre.

* Rayons X : entre 0,003 nm et 3 nm, ils sont utilisés pour la radiographie, la
photographie, la tomographie et les lasers "a rayon X.

* Rayons Gamma : les rayons gamma sont des ondes électromagnétiques émises
par des noyaux radioactifs et durant certaines réactions nucléaires. LBE Y

* Rayon cosmiques.



Classification dimensionnelle

* | dimension : tension électrique V en fonction du temps t,

s(t) 8(t)

% 4 T2 ’ t
Signal sinusoidal d'un générateur de fonctions



* 2 dimensions : niveau de luminosité L des pixels d’'une image statique noir
et blanc en fonction de leurs coordonnées en abscisses x et en ordonnées Yy,

L(x, y),

Image

Niveau de luminosité des pixels

* 3 dimensions : niveau de luminosité L des pixels des images d’un film noir
et blanc en fonction de leurs coordonnées en abscisses x et en ordonnées y
et en fonction du temps t, L(X, Yy, t). LBE Y
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* Fonction paire : une fonction réelle est paire si, pour tout t € R, on a :
f(—t) = 1(t).

* Fonction impaire : une fonction réelle est impaire si, pour tout t € R,
on a: f(—t) = —f(t) (ou f(t) = —f(—t)).

fey R (1)

Al

T 4 ? 1 : I | ! 1 2

Fonction paire Fonction impaire



* Symétrie hermitienne : une fonction f(t) complexe présente une symétrie
hermitienne si, pour tout t € R, ona: f(t) = f (—t) ou f(t) est le complexe
conjuguée de f(t). Sa partie réelle est paire et sa partie imaginaire est impaire.

* Decalage (translation verticale) : un deécalage est la transformation qui fait

correspondre a toute fonction f(t), la fonction g(t) telle que g(t) = f(t) + a
avec a € R.
F(t) et g(t)

-
fr "-\ # l""\. -
=

0 t
Fonction décalée |—|3E T



* Fonction retardée (translation horizontale) : la fonction g(t) est la fonction
f(t) retardée de t, (t, > 0) si, pour tout t € R, ona: g(t) =f (t — t,).

f(t) et g(t)

() A %
*
&
#
| -
#
#
*
L
o,

Fonction retardée

Si t, > 0, g(t) est en retard sur f(t).
Si t,< 0 (ousig(t) =f(t+ty) etty,>0), g(t) est en avance sur f(t).



* Changement d’échelle (dilatation ou compression) : un changement
d’échelle est la transformation qui fait correspondre a toute fonction f(t), la
fonction g(t) telle que g(t) = f(at) (ou g(t) = f(t/a)) avec a, un reel strictement
positif (a € R*).

f(t) et g(t) _ _ f(t) et g(t)

4T T _T 0 I T I ; ST _T _T 0 T T Aar y

Fonction dilatée Fonction compressée

Si g(t) =f(at) eta < | ou si g(t) = f(t/a) et a > |, c’est une dilatation.
Si g(t) =f(at) eta > | ou si g(t) =f(t/a) et a < |, c’est une compression.

HPE Y
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* Fonction périodique : une fonction périodique f; (t) de période T est la
repetition a linfini avec une période T d'une fonction f(t) définie sur
I'intervalle T et appelée motif. Les sighaux périodiques sont ainsi définis par la
relation :

Pour toutt € R, f- (t) =f- (¢t + T),

+ O
frty= Y f(t—kT), kcN.

h—=——oo

fr(t)

/] /
iR AR iR 4

2T -T-Z 0 £ T o,

Fonction périodique




Sighaux

Impulsion (ou distribution ou pic) de Dirac :
« Définition : [limpulsion de Dirac, notée 0O(t) se définit comme Ila
distribution qui fait correspondre a toute fonction f(t) continue a I'origine sa

valeur a l'origine :

£(0) = / 8(t) f(t)dt.

0

L’aire de O(t) est toujours égale a I'unité.
D’une maniere plus générale, pour toute fonction f(t) continueen t =t :

+ o +oc
f(to) = /fi[t—m}f{t]df= /fi{;fjj'{;r—f..}df.
e e




* Représentation physique : la distribution de Dirac sert a représenter une
action s’exercant durant un temps tres court. C’est donc la limite d’'une
impulsion rectangulaire de durée T et d’amplitude I/T lorsque T — 0, l'aire
de cette impulsion étant bien eégalea T x |/T = I.

5(t)

o t
Impulsions de Dirac



I.

* Proprieté de localisation :

f(t)o(t) = f(0)o(t

f”llti “- - EL"J.:' i .f{fﬂ}{i (= fl_l | 3

* Représentation graphique : la repréesentation graphique conventionnelle
d’une impulsion de Dirac de poids f (t;) en t, est une fleche verticale placée

en t = t, de longueur proportionnelle au poids f (t;).
5(t)

f (to)) 4

0 £ | ‘
Pic de Dirac I_ﬁE 1



* Echelon de Heaviside (ou échelon unitaire) : I'echelon de Heaviside, notée
[(t) se définit comme la primitive de I'impulsion de Dirac :

t

: 1sit>0
Cit}== / du)du = :
; Osit<0

— o0

Par convention, la valeur a l'origine est fixée al/2 mais pour la plupart des
applications, il est préférable de lui assigner la valeur |.

P{_I‘,!

1!

(

0
Echelon unitaire

La dérivée de [(t) est nulle sur R*
et est égale au pic de Dirac de
poids  ent=0:

R ',!IJ_.I:.'III
o(t) = —

[(t) permet de rendre causal
n’importe quel signal. HHE Y
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* Rampe unitaire : la rampe unitaire, notée r(t) se définit comme la primitive

de I’"echelon unitaire :

(i} = / Ciwjdu =t - T(t)

L

r(t)

—1 [} 1 1
Rampe unitaire



* Impulsion ou signal rectangulaire (ou signal porte) : le signal rectangulaire,
noté rect(t) ou T1(t), est défini par :

' / L sift] < 1
1'-'L-r|r|:]‘[r-_.§j_y(r_%J={ » 7]

0s |t ==

rectit)

1 i
. I . r
Signal rectangulaire

Sa surface est égale a l'unité. A partir de ce signal, on peut obtenir une
impulsion rectangulaire de durée T, d’'amplitude A centrée en t = T notee :

Arect (477) R

 ——




* Impulsion ou signal triangulaire : le signal triangulaire, noté tri(t) ou A(t),

est défini par : J | — el si ft| <1

i =T F 1) —=ENEFrit—1]=

—1 { 1 {
Signal triangulaire

Sa surface est égale l'unité. A partir de ce signal, on peut obtenir une
impulsion triangulaire de base 2T, d’amplitude maximum A centrée en t = 1

notee A
Atri (!? ) I_ﬁt Y



* Impulsion exponentielle est définie par :

s(t) = exp (—at) - T(t), a € RT™.

s(t)
I.
exp (—1} F
0
1 1
—= 0 = ;

Impulsion exponentielle

Sa surface est egale a l'unite. L'impulsion exponentielle permet d’amortir
n'importe quel signal. HEY
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* Impulsion exponentielle double est définie par :

.qf}::exp(—wﬂﬂ),rrflﬁ+*.

s(t)

=T O =
fl . L t

Impulsion exponentielle double

Sa surface est égale a 2.



* Impulsion gaussienne est définie par :

5(1) =eXp (—.-TTE} :

s(t)

_1 0 1

Impulsion gaussienne —_—



* signal sinus cardinal, note sinc(t), est défini par :

Remarque :

mi;—ts} sit=£0
sinc(f) =
s(t)
1
| 7\ /\\./
VARV
L 1 a8

o =3 o o

Sinus cardinal

par erreur, la fonction sinus cardinal est souvent definie par :

sinc(t) =

sin(t)

f

4

t



* Signal sinusoidale redresse simple alternance : la sinusoide redressée
simple alternance (ou mono-alternance) de période T est définie par :

L. (2w L2
s(t) = 2 [;:—;111 <,—f) ‘ — SIn (?f)] :

= - & B =@ B O
2 2 t
Signal simple alternance -PE Y



* Signal sinusoidale redressé double alternance : la sinusoide redressée
double alternance (ou bi-alternance) de période T est définie par :

s(t)

0

i

|.:-|*-]'
5[
I-.] |

Signal double alternance
-PE



Peigne de Dirac : le peigne de Dirac noté Oy(t) ou Pgn;,(t) est une suite
periodique d'impulsions de Dirac régulierement espacées de période T, :

+oc

drp(t) = ) 68(t—kTp), keN.

k=—oo

0 o t
Peigne de Dirac HPE Y



Slgnaux rectangulalres perlodlques (amplltude A, perlode T)

A— — o= —
0
0 -4
-2 -T 0 T 2I't -2 -T 0 T 2T t
A 3
0
\ A
0 2




Slgnaux trlangulalres perlodlques (amplltude A perlode T)

A

\/\/

VAN
Vv




Signaux dents de scie périodiques (amplltude A, période T) :




Définitions :

* Systeme intemporel (stationnaire ou invariant) : les caracteristiques du
systeme n’évoluent pas au cours du temps. Une expérience realisée a l'instant
t donnera les mémes résultats une heure apres, le lendemain ou un an plus

tard.

* Systeme linéaire et systeme non lin€aire : un systeme linéaire vérifie le
principe de superposition, a savoir, la reponse d’'une somme d’excitations est
egale a la somme des réponses des excitations correspondantes.

* Systeme mono-variable et systeme multi-variable : un systeme est mono-
variable (S.1.S.0.) si il possede une seule entrée et une seule sortie et multi-
variable dans le cas contraire (M..LM.O., M.1.S.0O, S..M.O).



* Systeme continu et systeme echantillonné.

* Systeme causal : un systeme est causal si sa reponse ne préecede jamais
I'excitation qui lui correspond. La réponse a un instant t, ne dépend pas de
I'’excitation a un instant t < t,.

* Systeme déterministe et systeme stochastique : un systeme est
déterministe si pour chaque excitation ne correspond qu’une seule réponse
et stochastique si plusieurs réponses existent.



* Reéponse impulsionnelle (ou percusionnelle) : une breve impulsion, injectée
a I'entrée d’'un systeme causal, linéaire, continu et invariant donne en sortie
un signal de durée finie appelée reponse impulsionnelle. La réponse
impulsionnelle, notée h(t) est donc la reponse d’un systeme a une impulsion
de Dirac.

5(t) h(t)

Systeme > /\

] i ] '




* Reéponse indicielle, notée y(t), est la réponse d’un systeme a un échelon
unitaire.

F{i} %l

y(t)
|
2 Systéme :> /__
: ) t




Transformee

Introduction

La transformée de Fourier est 'outil mathématique permettant d’obtenir une
repréesentation fréquentielle des signaux deterministes.

Elle a pour but de représenter, 'amplitude, la phase, I energie ou la puissance
d’un signal en fonction de sa fréquence notée f et permet ainsi son analyse
spectrale ou harmonique.

La transformée de Fourier est I'analyse d’un signal sous forme d’une infinité
de composantes sinusoidales complexes.



Transformee

Définition de la transformée de Fourier

* Transformée de Fourier S(f) d’un signal s(t) :

e
S(Ff)=F {s(t)} = / s(t) exp (—72m ft) dt,

— i

ou S(f) est appelé le spectre complexe du signal s(t).

* Transformée de Fourier inverse s(t) de S(f) :

o

s(t) = F! {&(f) = / f)exp (12« ft) df,

— D

avec exp (—j2rmift) = cos (21mft) — j sin (2mft),
et : exp (j2mft) = cos (2mft) + j sin (21ft) .



Transformee

Notation complexe

* Parties réelle R[S(f)] et imaginaire J[S(f)] de la transformée de Fourier
S(f) d’un signal s(t) :

S(f) = R[S()] + IS [S()],

avec

T -T2
R[S(f)] = / s(t) cos (2m ft) dt, I[S(f)] = — / s(t)sin (2x ft) dt.

— O —

* Module |S(f)| et argument arg [S(f)] de la transformée de Fourier S(f) d'un
signal s(t) (spectre d’amplitude et spectre de phase) :

S(f) = |S(f)|exp (yarg [S(f)]),

avec .

» 2 ¢ s P | ol SS(f)]
1S(f)| = {R‘_Sif}]+”32[bLfﬂ}'. arg_ng}]==urrHu1{ﬂ%£5[f _}.




Transformee

Conditions d’existence

°* Toutes les fonctions de carré sommable (ou intégrable), c’est a dire tous
les signaux d’énergie finie possedent une transformée de Fourier dont la
réciproque existe egalement et est de carré sommable. Cela concerne tous
les signaux physiquement réalisables puisqu’ils sont observés sur un temps
fini.

* Les signaux a puissance moyenne finie possedent une énergie infinie et
sont donc physiquement irréalisables comme les signaux périodiques ou
certaines distributions qui correspondent a des modeles mathéematiques. En
théorie il n’est pas possible de leur attribuer une transformeée de Fourier mais
en pratique cela est possible si ils sont observes sur un temps fini.



Transformee

Exemple
* Signal porte s(t) = A.rect (t/T) (impulsion rectangulaire de largeur T et
d’amplitude A) défini sur R par :

s(t)

A

[ — - S



Transformee

* Spectre en frequence : le spectre complexe du signal s(t) est une fonction
réelle. Sa partie imaginaire est donc nulle et son module est égale a la valeur
absolue de sa partie reelle.

S(f) _ 1S(f)

AT,

15—

ST 3T 0 3T 6T f 6T  -3T 6 3T 6T f
spectre rée spectre d'amplitude
S(f) = AT sinc (T f) |S(f)| = |AT sinc (T'f)|



Propriéetés

e Linearité

Transforme

Oou superposition

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

f(t) F(f)
g(t) G(f)
h(t) H(f)

hit) =af(t)+ bg(t)

H(f)=aF(f)+bG(f)

* Homothétie, changement d’echelle ou similitude

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

g(t) = flat)

G(f) =-5F (£)

g(t) =1 (%)

G(f)=Flaf)

g(t) = f(—t)

G(f)=F(-f)




Transforme

Translation temporelle (retard) et fréequentielle

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

g(t) = f (t—to)

G(f) = exp (—2n fty) F(f)

g(t) = exp (927 fot) f(t)

G(f)=F(f— fo)

Dérivation temporelle et fréquentielle

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

d® f(t)
dt?

g(t) =

G(f) = (2 f)* F(f)

g(t) = (—p2mt)” f(2)

G(f) = -

Intégration temporelle et fréequentielle

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

t

9(t) = [ flu)du G(f) = jgl—ff
f(t) iy £
9(t) = —jom G(f)= | F(u)du




. Transforméé; de FcJIurier

Symetrie

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

signal complexe : g(t) = ﬁt}

L, L

G(f) = F(-f)

signal réel : f(t) = f(t)

F(f)=F(-f)

signal pair : f(t) = f(—t)

F(f)=F(—-f)=2 _jq{ f(t)cos (2w ft) dt

signal impair : f(t) = —f(-1)

+ o
F(f)=—-F(=f)=-=23 [ f(t)sin(2wft)dt
0

signal reel

spectre complexe

signal réel pair

spectre réel pair

signal réel impair

spectre imaginaire impair

signal imaginaire

spectre complexe

signal imaginaire pair

spectre imaginaire pair

signal imaginaire impair

spectre réel impair




Transformee

Transformeée de Fourier d’un signal périodique

° Signal périodique : un signal périodique si(t) de période T est la
repetition a l'infini avec une période T d’un signal s(t) définie sur l'intervalle T
et appelée motif. Les signaux périodiques sont ainsi définis par la relation :

a7(t) 'S alt T Pour tout t = B, s} gridt 4+ T}

: i, 3T ST
f ==

gogit)




Transformee

* Forme exponentielle du développement en serie de Fourier d’un signal
périodique s(t) de période T :

ST [t } = S Cr EXP :.Illllluu._-!' }, | avec w = _‘_r_

Cette forme est appeléee le développement (ou déecomposition) en serie de
Fourier a coefficients complexes du signal s{(t). Les coefficients ¢, sont les
coefficients complexes de la série de Fourier ou coefficients de Fourier
exponentiels :

|'!I = %I/‘ .-:'Ir' I.T I l':":;l |_ _-\.'i'l?"'l; : |'|i||I

cn.exp(jnwt) est I'harmonique dordre n du signal s{(t). L’harmonique
d’ordrel est appele le fondamental et ’harmonique d’ordre 0 correspond a la
valeur moyenne du signal s(t).

HEY



* Transformée de Fourier S;(f) d’un signal périodique s(t) de période T :

sn- Y as(r-2)

T —— O

Le spectre d’un signal périodique est donc un spectre de raies puisque c’est la

somme d’impulsions de Dirac decalees de |/T de poids pondeérés par les
coefficients c,, appelés composantes du spectre.

Si S(f) est la transformeée de Fourier du motif s(t) de s(t), alors :

Cr, = iS (F—Ii) .

S(f) est appelée I'enveloppe complexe de S+(f).




Transformee

* Forme réelle du développement en serie de Fourier d’un signal périodique
st(t) de période T :

Al
stit) = ap + ; @y, COS (Wt ) + b, sin (nwt r] , | Ve W = T

n—I1

Cette forme est appelée le developpement (ou décomposition) en série de
Fourier a coefficients reels du signal s(t).

Les coefficients a, et b, sont les coefficients reels de la série de Fourier ou
coefficients de Fourier trigonométriques :

I 2 [ 2 [ ..\
ag = T/ s(t)dt, || o, = ?/ g(t) cos (nwt)dt, || b, = ?/ s(t) sin (nwt) dt.
T T T

a, cos (nwt)+b, sin (nwt) est I'harmonique d’ordre n du signal s(t).

L’harmonique d’ordre | correspond au fondamental et 'harmonique d’ordre

0, a, est la composante continue qui correspond a la valeur moyenne du
signal s+(t). HEY

VGENTEUR
POUR LE MOD



Transformee

» Relations entre les differentes formes :

1 1 |
Co = 4ap, Cn = 9 | By — _:l'hn} . C_pn— a (@ + ,JIII)” yo=
1 e ) . . F"r.'
Cn| = \,ra" g, *-=h 7 arg (c,) —arctan | —— | ,
2 ¥ {?H

an, = C ) i A _—pn = Qpn,

'-IJ— | _hn-




Proprietés des coefficients de Fourier

Linéarité ou superposition :

Domaine temporel

Coefhicients

f(t) c!
q(t) cs
h(t) ch

hi(t) =af(t)+ bg(t)

rh - ':.f ':.,I_;l
c, = aci + bc?

Translation verticale et horizontale :

Domaine temporel

Coefficients

g(t)=f(t)+a

{

9 — of ) L
cd = ¢l pour n # 0,

a__ . f
CH = Cp —+ (1.

g(t) = f(t—to)

{

cd = {?;‘: exp (—jnwtg) pour n % 0,

g .

f
0-




Transforme

* Derivation et intégration :

Domaine temporel Coefficients
g(t) = L f(¢) 3 = (gmw)¥ cf
n
g(t) = |, flu)du et ({{ =0 cd = J% -
* Symetrie:
Domaine temporel C{:efﬁcients
ag = T J[{j (2 )dt,
signal pair : f(t) = f(=t) |y a, =4 [7 s(t) cos (nwt) dt,
| b, = 0.
( il = []
signal impair : f(t) = —f(—t) |{ % = 0, .
4 7T
h = 7 [,Z s(t) sin (nwt) dt.




Transforme

Exemple : Décomposition en série de Fourier a coefficients réels du signal
carre suivant :

» periode T (application numeérique : T = 2m),

* amplitude A (application numeérique : A = 20),

* moyenne nulle.




Transformee

* Le déeveloppement en serie de Fourier a coefficients reels de s(t) s’écrit

donc : ~ 4
sit) = Z —[1 — (—=1)"] sin (nt).

nar

=1

Application numérique :

—si n est pair (—1)" = | et bn = 0. Les harmoniques de rang pair du signal s(t)
sont nuls. En effet, on pose n = 2p (p € N) et la somme des termes pairs

s’écrit :

- -~
> = [1— (—1)%] sin (2pt) = 0
p=1"

— Si n est impair (—1)" = —I| et bn = 2A/nTT. En effet, on pose n = 2p+| (p €
N) et la somme des termes impairs s’écrit :

a3 )
N .]I"'—'-i!TE]I'l H?Ji'.' + 1)f) = s(t)

L a (2ot

b, |0[12.732]0[4,244|0(2,547|0]1,819]|0]1,415 HEY




. Transforméurier

Signal obtenu en prenant le premier harmonique :

s(t)
A
L 4 ] —
s(t) =Y —[1— (—1)"sin (nt).
n—1 (]
s(t) = 2 sin (1). -4
- =T _% [ % T ¢
sommes partielles de s(t) série de Fourier de s(t)
A
()
_A
2
T _LI () £ T ‘ T o ) T T / I_FE T
2 2 2 T



Transformee

* Signal obtenu en prenant les 3 premiers harmoniques :

8(t)
AL
3 )
E =Y - [1 — (—1)"] sin (nt)
5 = —= —=imm ] o3 1 ;
(£) — (=1 (
n—1 [ — - —_ — t _
s(t) =<sin (t) + 0 + = sin (3¢). 4
-T _% 0 % T ¢

sommes partielles de s(t)

O/\O/\
1\/(7\/{}

< = TR B R i N

série de Fourter de s(t)

|1-|

]
N
)
l I
—
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Signal obtenu en prenant les 5 premiers harmoniques :

[ )

g(t)

|

8t} — Z A [1 — (—1)"]sin (nt).
I
.".':] (1 - - — — e L —
s(t) = Zsin(t) + 0+ ,;—}T_-,in (38) L0 _a
T _% [ % Tt

1—‘_ sin (5t ).
_ 5é1‘i_e de. FDu_rier :;Je s(t)

sommes partielles de s(t)

b

0

B3| =
]
i

() T
2



111 _1
s(t) = T [1 — (—1)"] sin (nt) .

Le nr - |
n—1 L = = = =

s(t) = -3

—LHIIH ;H—H——"Hlljur;—”—l—.... T T 0 T T

] F] t

sommes _parﬂelle;de s(t) _ E.é:'t_e de Fourier :_je s(t) _

faaf




sth) = Z —[1 — (—1)"]sin(nt).
(%

n—

N Y | R A
2 2 t
série de Fourier de s(t)

|

sommes partielles de s(t)

u]
=
—

k3|~



Transformee

* S5(f) est donc un spectre de raies formées de pics de Dirac sur tout I'axe
des frequences (positives ou négatives). Chaque raie a une hauteur
proportionnelle soit au module et a I'argument de c, (spectre d’amplitude et
de phase), soit a la partie réelle et a la partie imaginaire de c.

Reprenons I'exemple précédent :

Cnh = _Ejhn
A .
Cp = — I —(—1)" = = 1 |
’I.un,-. | : JIEHT { J
R (en) =0 leal = [gaz [(-1)™ = 1]],
X (en) = —go=[1 —(=-1)"], arg (c,) = —90° pour b, # 0.




spectre réel

n 0 1 2 3 4 H 6 7 8 9
R(c,) |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S(c,) |0—-6,366(0|—-2,122|0-1,273|0(—-0,910|0|—-0,707
co| [0] 6,366 (0] 2,122 |0 1,273 |0| 0,910 (0| 0,707
arg (c,)[0| —90 [0| —90 [0| —90 |0l —90 |0| —90
Représentations fréequentielles :
3 (en)
| & & & A A ( ¥ 1 v l v l v l v
L O
Fo dFy Ay Gby Gy Thy By OFg 105 O Fy 26, AFy ARy GFy GFy TR 8Fy UF 10Fy f

spectre imaginaire



{;LLT;L . ..U.m,.

spectre d'amplitude bilatéral

I.i|l'|| :uf} 'Elrl L Ellr.p 'Ilr'-|

i .'Il -\'.L‘lr k .'u {

Y o8
spectre de phase

WIE, B, 65y —A4F;

spectre de phase bilatéral

T OF, &R, 105, f

 ——
VGENIEURS
POUR LE MONDE



Transformee

Transformeée de Fourier et transformée de Laplace :

* Transformée de Laplace S(p) d’un signal s(t) : la transformeée de Laplace
est un outil mathématique bien adapte pour le calcul de réponses temporelles
et pour l'analyse fréquentielle de signaux causals. Elle est définie par :

s
S(p) = L{s(t)} = / s(t) exp (—pt) dt.

0

* Relation avec la transformée de Fourier : si le signal s(t) est causal
(s(t) = 0 pour tout t < 0), alors on a la relation :

S(f) = {S(n)}p=s2nf=so-




La convolution :

Définition : 'opération de convolution, notée *, exprime la réponse s(t) d’'un
systeme linéaire, continu et invariant a une entree quelconque e(t) a partir de
sa reponse impulsionnelle h(t) qui le caractérise. Le produit de convolution

est défini par :

T8
s(t) = elt) » h(t) = / e(T)h(t — T)dr.

—

* Convolution des signaux periodiques : si e(t) et h(t) sont périodiques de
période T, la convolution s’écrit alors :

S ¥
s(t) = el(l) * (i) = T / e(T)h(t — 7)dr.
':r_.




Calcul pratique de la convolution : La valeur du signal de sortie s(t) a 'instant
t est obtenue par la sommation (intégrale = sommation continue) pondereée

des valeurs passées du signal d’entrée e(t). Ce calcul de la convolution peut
étre d’écrit, pour tout t € R, en plusieurs étapes :

|. tracer e(1) et h(1),

retourner h(t) pour obtenir h(- 1)
décaler h(- t) de t pour obtenir h(t - 1),
faire le produit de h(t - 1) par e(7),

v h W

Calculer laire sous la courbe ainsi obtenu (intégrale) pour obtenir la
valeur de s(t) a l'instant t.

6. Répéter 'opération pour tout t € R.



Propriétes :

Localisation

Commutativité

Distributivite

Associativité

Eléement neutre

Périodisation

f(t)-6(t) = £(0)-5(t),| d'ou |f(t)-d6(t—a)= f(a)-a(t),

f(t) * g(t) = g(t) = f(1),

[f () + g(8)] * h(t) = [£(t) * h(t)] + [9(t) * h(t)],

[f(t) = g(t)] * h(t) = f(t) * [g(t) = h(t)],

f(t) «d(t) = f(t), d’ou | [f(t)*d(t—a)= f(t—a),

f@)*xor(t)= > f(t—kT), keN

k—— im0




* Théoreme de Plancherel : la transformée de Fourier d’'un produit de
convolution est un produit simple et réeciproquement.

F {e(t) * h(t)} = F {e(t)} - F{h(t)} = E(f) - H(f),

Fle(t)-h(t)} =F{e(t)} « F{h(t)} = E(f)«H(f).

L’étude d’un systeme est donc plus aisee dans le domaine fréquentiel car
I'opération de convolution temporelle se transforme en un simple produit.

* Théoreme de Borel : la transformée de Laplace d'un produit de
convolution est un produit simple et réciproquement.

Cle(t)*«h(t)} =L{e(t)}-L{h(t)} = E(p)- H(p),

C{e(t)-h(t)} = L{e(t)} x L{h(t)} = E(p) * H(p).




Le fenétrage temporel

* Deéfinition : les moyens d’observation (appareil de mesures, acquisition de
données ou sens humains) n'ont pas de performances infinis et le
prelevement d’un signal lui impose donc un temps fini. Certains signaux sont
naturellement a dureée finie soit parce qu’ils sont interrompus (interrupteur
monteé sur le circuit d’'un haut-parleur), soit parce qu’ils sont atténueés
(potentiometre réglant le volume du son). Le fenétrage temporel est donc
'opération qui consiste a prélever, interrompre ou atténuer un signal. Le
signal de sortie s(t) est ainsi le produit du signal d’entrée e(t) et de la fonction
temporelle g(t) :

s(t) = e(t) - g(2).

* La transformeée de Fourier du produit algebrique de deux signaux est le
produit de convolution des transformées de Fourier de ces signaux, le
fenétrage temporel modifie le spectre du signal d’entrée :

S(f)=FE(f)*G([f). |_PE

T

 ——
VGENITEURS



Exemple

* L’impulsion rectangulaire (ou signal porte) de largeur T notée sp(t)
permet de modéliser la troncature d’un signal e(t) observe sur un temps fini
T. Ainsi le resultat s(t) du produit entre s 1(t) et e(t) est le signal e(t)
restreint a I'intervalle de temps T qui devient donc transitoire :

s(t) = e(t) - smp(t)-

* La transformée de Fourier S(f) :




Le filtrage frequentiel

* Définition : le filtrage est 'opération qui consiste a prélever, interrompre
ou atténuer tout ou partie des composantes fréquentielles d’'un signal. Le
spectre S(f) d’un signal de sortie s(t) est ainsi le produit du spectre E(f) du
sighal d’entree e(t) et de la fonction frequentielle H(f) du filtre :

S(f)=E(f)- H(f).

* Transformée de Fourier inverse d’un filtrage : comme la transformée de
Fourier du produit convolution de deux signaux est le produit simple des
transformées de Fourier de ces signaux, le filtrage correspond a un produit
de convolution dans le domaine temporel et modifie le signal de sortie :

s(t) = e(t) * h(t).

Un filtre est donc défini par sa reponse impulsionnelle, notée h(t). 95



Remarques

* Filtre realisable : Un filtre reel (réalisable) est un opeérateur causal ayant
des proprietés sélectifs en fonction de la frequence. Sa reponse
impulsionnelle h(t) est donc nulle pour tout t < 0 et il ne peut donc étre ni
pair, ni impair. Sa transformée de Fourier H(f) est par conséquent complexe
et le filtre déphase nécessairement.

Les filtres analogiques continus reéalisables sont construit a partir de
composants électroniques comme les résistances, les capacités, les self-
inductances ou les amplificateurs opérationnels.

* Filtre ideal : un filtre ideal est un opérateur permettant le transfert sans
distorsion de toutes les composantes d’un signal d’entrée comprises dans une
largeur de bande spectrale donnée et atténue totalement les autres. |l n'est
pas réalisable car il n’est pas causal mais permet d’estimer les performances
du filtre réalisable correspondant et définir ainsi le gabarit de ce filtre.

I-PE

 ——
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Exemples de filtres idéaux et gabarits

* Filtre passe-bas : c’est un filtre qui laisse passer les basses frequences.

0 ailleurs.

sypl—12nf7) = |f| £ 1.
Hui,f'}={ SERCTERdT) SIS 5

|H(f)|

i

fe 0 fe f

filtre passe-bas ideal



* Filtre passe-haut : c’est un filtre qui laisse passer les hautes frequences.

() ailleurs.

oxp (—j2n fr) si|f| > f.
Htf}:{ exp (—j2nfr) si|f| 2 fe.

[H(f)]|

.II_" ——a

i

fie f e f
filtre passe-haut idéal



* Filtre passe-bande : c’est un filtre qui laisse passer certaines fréquences.

0 ailleurs.

H(f) — { exp(—j2rfr) si fi <|f| < fo

|H(f)|

1 I Y T R f
filtre passe-bande idéal



* Filtre coupe-bande : inversement, c’est un filtre qui coupe certaines

fréequences.
exp(—j2nfr) s fy > |f| = fg,
f]irl:f} = ]'}- Jil ! f J" : fl = f par LS ..f._
0 ailleurs.
|H(f)|
I
0
2 0 1 52 f

filtre coupe-bande idéal I1PE Y
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Filtre dérivateur

H(f) = 22xf.

|Hf_f,'|_._ | | | Adp

i1 ol B /

(
—— | _ -20dB - y
-1 i A i I [l .
filtre dérivateur filtre dérivateur
(échelle logarithmique) (échelle logarithmique)



* Filtre intégrateur

: 1
H{ Y=
j2m f
”{f.fj _ _ . Adp
0 dB|
(]
S | . 20dB - )
] i} I f - i o f
filtre intégrateur filtre intégrateur
(échelle linéaire) (échelle logarithmique)



Exemples de filtres réalisables

* Filtre passe-bas du premier ordre

H(f) = —

1—|—Jﬁ

|H(f)|

fe 0 f
filtre passe-bas du premier ordre
(échelle linéaire)

avec f., la fréquence de coupure.

Adg

{1 ¢l B

=20 dB > i g
{0 i i -IF

filtre passe-bas du premier ordre
(échelle logarithmique)

HPE ¥



* Filtre pas bas du deuxieme ordre

1
H(f)= : 3, avec f., la frequence de coupure et £,
e f F . . .
1+ h;aE;E;T + (rfi) le coefficient d'amortissement.
[H(f) Ags
i1 i}
i
. NI 20dB T !
-fu fl jc f i i i f
filtre passe-bas du deuxieme ordre filtre passe-bas du deuxiéme ordre
avec £ =1: H(f) = —Jl,:r avec £ = H(f) = —er
I 4 g , | 14 .'—'.I—I
T._' [} P :Iu'l

(échelle Hﬂéairel- (échelle Ingariihmiq-uej |1Pt T



Filtre de Butterworth

H(f)= — avec f., la fréquence de coupure et n,
1+ (?I_) |'ordre du filtre.
[H ()] | Ade
(B
_ _ | 2048 i ,
-fe fl fe f M- [ 10 f
filtre de Butterworth d'ordre n = 4 filtre de Butterworth d'ordre n = 4
(échelle linéaire) (échelle logarithmique)

HPE ¥



Filtre de Tchebycheff
avec u < 1, qui détermine I'amplitude des
1 oscillations et Ti.(f), le polyndme de Tchebycheff
H(f)=- ——— | d'ordre K défini par :
L+ pTi(f) To(f) — cosh (K cn::lrah_l[EﬁTf]:] si |f| > 31—_
I cos (K cos™! (2rf)) ailleurs.
[H(f)] Ads
1 B
e 0 fo f s o 1w f

filtre de Tchebycheff d'ordre K' = 3
(échelle linéaire)

filtre de Tchebycheff d'ordre KK = 3
(échelle logarithmique)

HPE



La correélation

Définition : I'opération de corrélation, notée &), permet d’exprimer la
ressemblance entre deux signaux f(t) et g(t) au niveau de la forme et de la
position en fonction d’'un parametre de translation. La fonction de corrélation
entre deui( signaux f(t) ’et g(t), no’tée Cfg(t),’ est appelée fonction
d’intercorrélation (ou corrélation croisée ou corrélation mutuelle) et est
définie par : .

Crqlt) = f(t) @4g(t) = / flr +t)g(T)dr.

— L

Par changement de variables, la fonction d’intercorrélation est également
définie par :

+oc
C_rllf.q;'::ﬂ == / f:r'ﬂfl, T —1)dr.

— O

HPE Y



» Application aux signaux réels : les deux formes précédentes deviennent
respectivement pour des fonctions f(t) et g(t) réelles :

Crqlt) = / flr)g(T +t)dr, Crqlt) = / flr —t)g(T)dr.

— — 0

* Calcul pratique de la corrélation : comme pour la convolution le calcul de
la corrélation peut étre d écrit, pour tout t € R, en plusieurs étapes :

|.  tracer f(1) et g(1),
2. deécaler g(t) de t pour obtenir g(t + t),
3. faire le produit de (1) par g(t + t),

4. Calculer laire sous la courbe ainsi obtenu (intégrale) pour obtenir la
valeur de C,(t) a linstant t.

5. Répéter I'opération pour tout t € R. 1108



* Fonction d’autocorreélation :

Cre(t) = f(t) ® f(t) = / flr +t)f(r)dr.

— i

Si f(t) est reelle, 'autocorrélation s’écrit respectivement, en utilisant les deux
formes précédentes :

Hoc Foc
Crr(t) = / flr)f(r +t)dr, Cyrs(t) = / fir)f(r —t)dr,

— 0

La fonction d’autocorrélation d'un signal réel est donc paire
(Cff (—t) = Cff (t)). De plus, elle est maximale pour t = 0 (pas de décalage).

HPE Y



I. Correlation

* Transformée de Fourier du produit de corrélation :
v si h(t) = f(t)@g(t) (intercorrélation) :

H(f)=F(f)-G(f),

v si h(t) = f(t)®f(t) (autocorrélation) :

H(f) = |F(f)°.

|F(f)]? est la densité spectrale d’énergie du signal f(t) qui est donc égale a la
transformée de Fourier de la fonction d’autocorréelation de f(t). La densite
spectrale d’energie définit le spectre d’energie du signal f(t).

HIE Y



* Spectre d’énergie :

spectre d’énergie de I'impulsion rectangulaire (signal porte) de largeur T :

IF(HIF

i — _——

5T T f) ET 2 6T f
spectre d'énergie

HEY



* Densité spectrale d’énergie : la transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation d’un signal a énergie finie est aussi la densité spectrale
d’énergie de ce signal, c’est a dire aussi le carré du module de son spectre.

Egalité de Parseval :

+oc T
/ F(H)g(t)dt = / F(f)G(f)df-

— 1x]

Conseéquence :

/ |_f'|;f}|"1rff'= /;F{_‘f']ﬁ{'&if.

I’énergie totale du signal f(t) est donc conservée par la transformée de
Fourier. L'’energie totale du signal f(t) est donc aussi egale a l'intégrale de la
densite spectrale d’énergie. gy

 ——



* Densité spectrale de puissance : la transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation d’un signal a puissance moyenne finie est appelée la densite
spectrale de puissance de ce signal. Elle n’est pas égale au carré du
module de la transformée de Fourier de ce signal.

Egalité de Bessel-Parseval : : _:.c

l "ﬂ-._

== FEa e raye rig .—.,l % | o

I_”‘/ f(t)g(t)dt _E i i
Th -

= — g n S

Conseéquences :
1 / i L P g o bty g
— | |f(t)]"dt = Z | . / ()| dt = g™+ (a7 +5.%),
| ! + | X '-_.' \ #
oy, £ T.J_h 2 £

P b f(t)“dtsst la puissance moyenne du signal périodique f(t) de période
T,. Cette puissance est égale a la somme des modules aux carrés de ses
coefficients de Fourier ¢’ .

’ HEY
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Introduction

* Les systemes de transmission des signaux sont caractérisés par des
supports (air, cable plat, paire torsadée, cable coaxial, fibre optique, ...) dont
la sensibilite aux bruits est variable et qui peuvent transporter des
informations sur des distances plus ou moins grandes.

* Le spectre d'un signal est caracterise par sa largeur de bande qui définit
les fréquences minimale et maximale que peut posséder ce signal.

* Un systeme de transmission est caractérisé par sa bande passante qui
deéfinit le domaine de fréequence dans lequel les signaux sont correctement
transmis.

 ——
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* Le spectre d'un signal doit donc étre compris dans la bande passante du
support de transmission.

* Pour étre optimisé, le support du systeme de transmission doit avoir une
bande passante proche de la largeur de bande des signaux a transmettre.

* Deux techniques de transmission peuvent étre distinguées :

v la transmission en bande de base : le signal est transmis sans
modification,

v" la modulation : le signal subit une modification en fréquence.

HIEY



Définitions
* La modulation est un procédé dans lequel un signal primaire s(t), appelé

signal modulant, modifie un signal auxiliaire s(t), appelé signal porteur ou
porteuse, pour créer un signal secondaire s_(t) appele signal module dont les

caractéristiques frequentielles sont mieux adaptées a la transmission.

* L’opération inverse, appelée la déemodulation, consiste a reconstruire le
signal modulant a partir du signal module.

* La transmission par modulation présente essentiellement deux avantages :

v" le multiplexage fréquentiel : le méme support de transmission est utilisé
par plusieurs signaux simultanément,

v' I'adaptation au systéme de transmission (bande passante, bruit, distance
de propagation).

 ——
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Les differentes formes de modulation

* Les modulations a porteuse sinusoidale modulation continu) : le signal
porteur s (t) est une sinusoide de fréequence f; :

avec O, la phase du signal porteur. sp(t) = cos (27 fot + ),

* Deux familles de modulation continu se distinguent :
v les modulations linéaires ou modulations d’amplitude,
v les modulations angulaires ou modulations exponentielles.

* Les modulations d’impulsions (modulation eéchantillonnée) : le signal
porteur s1(t) est une suite périodique d’'impulsions de période T.

* Différentes familles de modulation échantillonnée se distinguent :
v les modulations d’impulsions en amplitude (PAM),
v les modulations d’impulsions en durée (PDM),
v les modulations d’impulsions en position (PPM),
v les modulations d’impulsions en fréquence (PFM). HEY



Modulation lineaires
* Modulation d’'amplitude avec porteuse (AM) :

s (L) = A- [l +m - -‘-1":"-[5‘] - Splt),

avec |s(t)] = | et m, le taux de modulation compris entre O et |.
S,.,.{tjl . . . . Sm{f]‘

472

L (Ll i

K T R ' o 0o b f

signal cos (2w Fiut) modulé en amplitude spectre du signal cos (2w Fot) modulé en 118
amplitude I ﬁ T

 ——
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* Modulation d’amplitude sans porteuse (AM-P) ou multiplication

sm(t) = A-s(t)- '“‘:;.'l'::f::'-

S”t[t} 51?1{f.}
| [ 3
i}
-Th 0 T t -;,i; 0 ' :j;l T
signal cos (2w F,t) modulé en amplitude spectre du signal cos (2w Fit) modulé en
amplitude

HEY



Modulation a bande latérale unique (SSB)

Modulation a bande latérale résiduelle (VSB)

Sm(f) Sm(f)
A= e e A2
I ™, "y
I 4 ¥
- i l| I'I
” [ b ” ]‘IL "‘l [
'h;" fl n'I,I” j‘ -II'I,I..l il n'l,lij Jf'
modulation 3 bande latérale unique modulation 3 bande latérale résiduelle
du signal cos (2w Fut) du signal cos (2w Fyt)

HpPE Y



e Deémodulation

v" Détection synchrone : cette méthode consiste a effectuer le produit du
signal modulée regu avec un signal périodique de fréquence f, la plus proche
possible de la fréquence f, de la porteuse et a éliminer les composantes
indésirables a I'aide d’un filtre passe-bas ou passe-bande. Lorsque le signal de
porteuse est emis, il est possible de caler la fréquence f; sur la frequence f,.

v' Détection d’enveloppe : cette méthode qui ne nécessite aucun signal
auxiliaire, consiste a prendre la valeur absolue du signal modulé regu et a
eliminer les composantes redressees indeésirables a I'aide d’un filtre passe-bas
(lissage).

HPEY
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Modulation angulaires

* Modulation de frequence (FM) :

{

A P T — :}I— i . i _:I..' | b .
Sm(t) = A - 5p(2), avec @ = 21 - AF J: s(t)dt olt AF
|
représente |'excursion de fréquence.

Sr:‘?{t} ) S"'."I{f}

T i T f -fpy il fp f

signal rectangulaire de fréquence Fj spectre du signal rectangulaire de fréquence Fj
modulé en fréquence modulé en fréquence IiFE T
————



* Modulation de phase (DM)

i) — A () avec o = Ag - s(t) ou A¢ représente
8mill) = A= 8pl ), . : ' '
2 ’ I'excursion de phase.

Srll{t} 'S‘UI{f}

70 0l _TO f -Ip fl ip ;o
signal rectangulaire de fréquence Fj spectre du signal rectangulaire de fréquence Fj
modulé en phase modulé en phase

HPE Y



* Fonctions de Bessel de premiere espece

Lorsque le signal modulant s(t) peut se décomposer en une série de Fourier,
il s’exprime ainsi comme une somme de sinusoides.

Dans le cas d’'une modulation angulaire, le signal modulé s_(t) s’exprime alors
comme une somme de termes de la forme cos [m - sin (t)] et sin [m -sin (t)].

Ces termes peuvent étre développés en utilisant les fonctions de Bessel de

premiere espece, notée J_(m) :
Jo(m)

cos [m - sin (t)] = Jy(m) + I
2J5(m) cos(2t) + 2J4(m ) cos(4t) + - - -

| oo
= Jo(m) +2 5 J.(m)cos(nt)
n=1 115

sin [m - sin (t)] = _
2Jy(m)sin(t) + 2J3(m) sin(3t) 4+ - - - NS

+— D0
=2 3" L. sm(vit)

-5

koo ik e 0 2 4 6 & MW 12 14 16 m
avee F L ) = s e . . k
m Lo Ri{ne 2/ Fonctions de Bessel de premiére espéce IlFt 'y
=0,p=1,n=2.m=4, n==8) e ——



v" Conversion FM/AM et détection d’enveloppe

e Deémodulation

v" Conversion FM/PFM et moyennage temporel

v" Détection par boucle a asservissement de phase

HPE Y



